EQUAZIONI CINEMATICHE PER MANIPOLATORI
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Il manipolatore si schematizza come un sistema \

multicorpo seriale a catena cinematica aperta con 70 L(O)
* membri rigidi connessi da

_ _ _ prismatici
= accoppiamenti elementari — -
rotoidali

Procedura

base — (0)

= ogni terna (1) & solidale al membroi — { .
organo terminale — (N)

= ogni giunto i collega i membri i-1 e i — la variabile di giunto q;

e indica la posizione relativa di irispetto a i-1
prismatico — lunghezza

 dipende dall’accoppiamento elementare — { .
rotoidale — angolo 1



Equazioni cinematiche per la posizione

Le equazioni cinematiche per la posizione si scrivono tenendo conto
che la posizione

" relativa tra due membrii > je M,
" tra i membrii— k, note le posizionitrai—>jej—>k e M, =MM,
= tra I'organo terminale n e la base (0) e

My, =MyMpp---M; 1M, ;00---M,, 5, M, 1,

= definire una procedura conveniente per scrivere M., . (q.,)



Equazioni cinematiche per velocita e accelerazione 3

Le equazioni cinematiche per la velocita e accelerazione si ricavano
considerando

=3 corpi > 1,2e3

= un sistema di riferimento fisso — (0)

Nota la cinematicadil1— (0), 2 > 1e 3 — 2 si scrive

= Velocita
{WS,’) =W + Wy
W =W+ W
= Accelerazione
H = HY+2W'W + HY) {

> W =W e W e W o (Wil = > W,
=1

HE = HE 2WO (WS + W) (B + 2WO WS + )
= H i+ HE + 2fWEWS + (Wl + Wi W |

/.

HY = 1Y 2WE W+ HY
WS W+ W




Le equazioni cinematiche per la velocita e I'accelerazione possono assumere

una diversa forma usando le le relazioni >
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Posizionamento delle terne

Consideriamo i membri contigui i-1 — i i- 1 i+

> La matrice M, , ; dipende dalla posizione reciproca delle terne (i-1) — (1)
e quindi dipende
» dalla geometria dei membri
= dal movimento relativo tra i membri i — 1-1

= e quindi dalla coordinata del giunto g; che definisce la posizione
relativa dei membri i — i-1

> Un posizionamento adequato produce una semplificazione diM, ;.

» Conviene quindi stabilire delle regole di posizionamento delle terne
= 1% asse (Z,) coincidente con l'asse del giunto i+1 tra i membri i <> i+1
= 2%asse (X;0Y.) normale all'asse Z_ , della terna (i-1)
= 3%asse (Y,0 X)) — ternadestra




CONVENZIONE DI DENAVIT E HARTENBERG

Joint i LInK I+1

Definisce il posizionamento standard delle
terne solidali ai membri di un manipolatore
seriale. Si considerano giunti elicoidali.

Link -1

Posizionamento della terna (i)

La terna (i) solidale al membro i si
. . . I
posiziona secondo le seguenti regole X
I
|

. . , . . X
= asse Z, coincidente ['asse del giunto i+1  Frame ki H

= asse X;— lungo la normale comune agli assi Z.; e Z.dal giunto i a i+1

e se Z , e Z;sono sghembi — X.lungo la normale comunea Z ;e Z.
e se Z ;e /Z;siintersecano — normale al pianodiZ, ;e Z,— k; 1 xk;
e se Z ;e Z;sono paralleli — se possibile conviene X parallelo a X. ;

e se il giunto i & prismatico Z,, € parallelo al membro i e interseca Z.in O,

= origine O, — intersezione tra Z;e la normale comune tragliassiZ. ;e Z.
= asse Y, — terna destra




Parametri di D&H 2

Joint | Link I+1

Link -1

Il posizionamento delle terne secondo
la convenzione esposta definisce dei
parametri che costituiscono la
descrizione geometrica del robot

Frame 1 Xi

d; , offset, distanza dell'origine di (i-1) — X, valutata lungo Z_ ,

@ , rotazione, angolo tra X, ; — X, valutata intorno a Z_ ,

= &, lunghezza del braccio i, distanza origine di (I) = Z. ;, valutata lungo X.

«, , torsione del braccio i, angolo tra Z. ; — Z,, valutata intorno a X,

> | parametri d; e @ forniscono la descrizione geometrica del giunto I,
cioé di come i membri i-1 — i sono connessi

> | parametri @, e ¢; forniscono la descrizione geometrica del braccio i
7



Giunti elicoidali, prismatici e rotoidali 3

> | parametri d; e 8 fornendo la descrizione del giunto i dipendono dalla
posizione del giunto.

> | parametri a; e ¢; fornendo la descrizione del braccio | sono costanti.

> Per il giunto elicoidale | Joint i Link 1+1

= la rotazione modifica @ g

+ la traslazione modifica d.
+ La variabile g; di giunto e unica
e indica 'ampiezza del movimento
« relazioni tra la coordinata
0; =rq; + 6o; —=

del giuntog. e 8 ed. > { Frame -1 Xig
J “i € G ' d; = p;q; +dy;

= @, valore della rotazione per ¢, =0
= d,; valore dell'offset per ;=0
= stabiliscono la posizione del giunto per g; =0



Joint i LInk 1+1

Link -1

o

D £

2

K

distanza O(i_l) — X, lungo Z,
angolo tra X. ; = X,, intorno Z_ ,

distanza O — Z,, lungo X,

Joint i+1

Frame |

angolo tra Z. ; — Z,, intorno X,

Frame 1 X4

Per il giunto rotoidale — 6 = variabile, d, = costante

Per il giunto prismatico — d. = variabile, 6 = costante

giunto plr
0, =r.q; +0p; elicoidale |1
In generale ~ —— { AU N el Wl
d; = p;q; +dy; prismatico | 1 | O
rotoidale 1




Posizionamento delle terne estreme

Link I+1

= terna (0) — origine coincidente con
I'intersezione tra l'asse Z, e la normale

comune agli assi Z, e Z;, con questa

scelta d, e sempre nullo; X, e Y,arbitrari

= terna (n) — origine coincidente con Frame -1 Xi4

(n-1) e Z paralleloa Z

= rototraslazioni costanti possono essere aggiunte prima della terna (0) e

dopo la terna (N)

= nei casi particolari in cui le regole precedenti lasciano delle
Indeterminazioni si possono effettuare delle scelte a favore della
semplificazione
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Posizionamento della terna utensile

OM
Anche se non fa esplicitamente parte della X, ()\Zu
convenzione di Denavit e Hartenberg,
Si riporta una convenzione esistente per la Y,

collocazione della terna utensile (u)
<+ la terna utensile (U) si sceglie in relazione al tipo di organo terminale
< per un organo di presa tipo pinza

= O, — centro pinza

= Z —> direzione di approccio

= Y, —> direzione di scivolamento

» X,— hormale a Z, e Y, per formare una terna destra

<« Ci0 comporta che in genere la terna (n) # (U) — si introduce un’ulteriore
matrice di posizione M, , che pero e costante

11



Matrice di posizione M; ; ;

Joint i LInk 1+1

Link -1

d; distanza O, — X, lungo Z,

¢ angolo tra X, ; = X,, intorno Z_ , JT
a
G

distanza O — Z,,, lungo X,
angolo tra Z. ; — Z,, intorno X,

Frams |

I

X

I
Frams |1 X4 i

= esprime la posizione della terna (i) rispetto alla terna (i-1) e quindi del
braccio 1 rispetto il braccio i-1

= puo essere pensata come derivante da 4 rototraslazioni successive
i-1) > (i-1)> (i-1) > (-1") - (i)

= dalla relazione Q(i_l) = Q(i) =M;_;,; e dallaregola di composizione di
Q(’) secondo una terna corrente si ha

My, =Q0.4d) QU160 QM0,0) Qe 0)



M, =Q'Y(0,d) Q¥6,0) Qi)0,¢,) Qi) (e.0)

= Ponendo sq; =SiNg;, ca; =C0S; e s6; =SINE, c6 =C0SE: si scrive

1 0 Ol 0 _CHZ' —S«9,- 0
|
: R, !'T 01 0'0 ar R, !T s@: O 0
(Vg 7 | D11 | i (1) (p | 2112 |54 i
Q: 7(0.4d;) 011|700 14 Q. (6:0)=| 1 0 0 1
0 0 07: 1 0O 0 O
1 0 0!q 1 0 O
|
" | 01 0'0 R,'T 0 ca -sa
(1) | Ra 1 13| | (i-1") (R Ty i :
Q" (0a) 0 11|00 110 Q™ '(a1.0) 0 11|70 5oy co
00 07: 1 O 0 0 1

= Eseguendo i prodotti si ha

I Ty [Ry [0 I | T; 410 R, ' Ty 4 | T3
M; ;=711 ———tr— —t-— ———t—|=|-——t-= ———r—=
=5 0;1 0;1 0;1 0;1 0;1 0;1

1

N 00
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= Esplicitando le sottomatrici

= 5| ottiene la matrice di
posizione per due terne
consecutive

= la matrice M, ; dipende da 4 grandezze d;, 0., a

w O

c0, —-s6, 0 0)
R, =56, c6, 0 T,=4707
0 0 1 d; |
1 0 0 a; |
0 sa; cq; 0]
_Cgl' —S@icai SHZ‘SQZ' : al-CQl-_
I
SHZ CHZ-COCZ- _CHZ‘SQZ' : al'SHl'
._1’. = |
0 se o di
0 0 0 1 1

11

a; mentre la posizione

relativa di 2 corpi nello spazio dipende da 6 gradi di liberta — la scelta della
terna (i) rispetto alla terna (i-1) € vincolata dalla convenzione di D&H

= l]a convenzione di D&H descrive geometricamente un robot con una tabella

deivaloridid,, @.,a;, ¢,
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D & H PER IL MANIPOLATORE DI STANFORD

23 Z2g Z¢
d; distanza O, — X, lungo Z, ﬂ'
6 angolo tra X, — X, intorno Z, , N\ = <6
a; distanza O — Z, 4, lungo X, _[INZ.
a; angolotraZ , — Z,intorno X, — Ry g AW
[ e
¢, —sbO.ca; sOsa; |ach,] Zo4 T2
I
sO; cOca; —cOsa; | as0, ey ! 5 5 U R—
M; ;= 0 i 2 |2
O s co; | di_ . ;
0 0 0 1 1 |_ Al
TR T 0
- & —

Manipolatore con 6 gradi di liberta e costituito da

= struttura portante sferica — { 2 coppie rotoidali

1 coppia prismatica
» polso sferico — 3 coppie rotoidali
15



Posizionamento delle Terne 1+6 2
_ - Z3 Zg Z
ct, —sbca; sOsq; i a;ct, di» Oy = X, lungo Z;, s
s cOca, —cOsa; | aso) 6, X, — X, intorno Z__; 6
M, _4; | 8, O — Z,4, lungo X, T
0 sa ca, | d . 5T\ 2.
____________________ L a,, Z.,—> Z,intorno X oy T
0 0 O 1+ 1 | «— 4
- | o ©
Z, = /Z, coincidente asse rotoidale tra 0 e 1 Zop 24
o = ]
torna O = X, arbitrario A /!--2 —
— >
" 0,=0, .
X, = gli altri parametri non sono definiti - A l(_ 0
- & —
terna 1 ?ZO
! = /Z, coincidente asse rotoidale tra 1l e 2
0y=0; ! 4. = X;normale al piano di Z,e Z, e, 0 —s6, 0]
Xl/ Yo = O, intersezione traZ,e Z, s6, 0 c6 0
_ I
KXoy’ v, = d,=0, = Varla:)lle 9, Mg, = _Q___—_l____o___i_Q




d O(i-l) — X,, lungo Z_,
6, X, — X, intorno Z_ ;
a , O(i) — Z. 4, lungo X,
a, , L ,—> Z,intorno X

0 —sfca; sOsa; | acl
|
56 cca;  —clso; | 456
M= 0 |
o2 coy | d;
o o T
Al
terna 2 m
2
XZ

Z, coincidente asse prismatico tra2 e 3
X, normale al piano di Z, e Z,
O, intersezione traZ, e Z,
d,=d,, 6,= variabile g,

a,=0, a,=90°

602 0 SHZ
SHZ 0 _692
M5 =
2700 10
0 0 0

17



wh

b —sbco;  sOsa; i a6, di v Oy = Xij lungo Z; Zs Zs Ze
56 cOca —cOsa | s 6, X, — X, intorno Z__,
M, ;= | 3, O = Z;y, lungo X, «— 6
_(_)____f_al_' ______ ce Ofl___:__fii_ @, Z,,— Z,intorno X L
| 0 0 O o 1 T
&
(1 0 0] 0]
| d
terna 3 01 0,0
M23 — |
0 0 1!d, _
0 0 011

Z, coincidente asse rotoidale tra 3 e 4

X, parallelo a X,

O, posizione di riferimento per la traslazione
;= variabile q;, 6,=0°

a; =0, o, =0°
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d, O(i-l) — X, lungo Z_,
6, X, — X, intorno Z_

a;, O — Z,1, lungo X,
a , L ,—> Z,intorno X.

1

Z, coincidente asse rotoidale tra4 e 5 -
X, normale al piano di Z; e Z,

0 —sOca;  sOso; | ach)|

I
s6 cleoy —clsay | 45

M4, = 0 |
S ca | 4
0 0 0 I 1

Zg)\

_ Y.
terna 4 03=0, 3

O, intersezione tra Z; e Z,

d,=0,
a,=0, o

-90°

6, = variabile g,

N A
C04
S94
Mas=|
0

4
Z3 s Z¢
— 6
I
—— 5- z‘ ——
% — 4
3|
Zo4 ZE{
Z,
A /!"2 o
| <
1 H
R
0
- & —f
0 —s6, 0]
|
0 ¢6, |0
-1 0 |0
0 0 1]
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0 —sOca;  sOso; | ach)|
I
s6 cleoy —clsay | 45

M, 4= |
0 sa e | 4
____________________ Lt
] 0 0 0 1
ZSA
—_ Y
terna 5 04=0s > >
Z
X5
X /,
4“ V1

Z coincidente asse rotoidale traS e 6

X normale al piano di Z, e Z;

O intersezione tra Z, e Z.
d;=0, 6= variabile g4
as=0, as=90°

5
d, O(i-l) — X, lungo Z_,
6, X, — X, intorno Z_ ,
Zs Zs Ze
a;, O — Z,1, lungo X,
a , L ,—> Z,intorno X. < 6
1
— 5— ——
> — 4
i c
I3
Zo 4 ZE}
=z, BIEN |
N = ~ <IL 2
1 '
P W P e
0
- — —-|
_CQS 0 S95 : O_
|
s 0 —-c6:='0
M= ° >
o 1 0 40
0 0 0 1]
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c; —sbca, sOsa;
s@;, cO.ca;, —cOsaq;
Mi—l,l -
\ 4 0 sQ; ca;
| 0 0 0
h
A
terna 6 |  Z| = Z parallelo a Z;
= O, coincidente con Og
O5=0g Y6>_§5 = Xg parallelo a Xg
X = d,=0, 6,= variabile c0;
X e ] - — o
Mse =1
Ponendo s; = sin &.e ¢, = cos 6, 0
_Cl O —S]_:O__Cz O So : 0__1 O O: O__C4 0 — 8 :O _C5 0 S5 :O
| | | | |
Mo |9 0O ¢ 0|lsp 0 —¢c, ) 01/O 2 0 O0{lsy, O ¢40}flss 0 —c5,0
® 710 -1 0700 1 01d[0 0 1idyl0 -1 000 1 00
0 0 0i1)/0 0 o0l 1[0 0 0Oi1J0 O o011l0 0 01
@ =06 q2 =0, q3 = d3 q4 =04 qs =05

_s50, 010
cf; 010
0 110
0 o011

CG —S6 0 O_
S6 C6 0 : O
0010
0 0O 011

6 = 05 21



SPOSTAMENTO INFINITESIMO DELL’EFFETTORE

= Per esprimere il legame tra gli spostamenti infinitesimi dei giunti e
dell’organo terminale ¢ utile ricordare che la matrice M, descrive la
posizione del membro K rispetto al riferimento (0)

Mo (g1, g )=Moa(q1) Mio(g2) -+ Mi_p i 1(g21) M1 i(q:) M, 141 (gi01) -+ Mg (g

e quindi M, dipende dalle variabili ai giunti g4, g, . cioe dipende dalla g;
generica solo sei <k

* ricordando
v I'espressione dP(O) :L(O) P(O)dq dello spostamento infinitesimo
v’ che M, contiene i punti notevoli della terna utensile rispetto a (0)
v’ che le rototraslazioni infinitesime successive si sommano

v'si puo dire che lo spostamento infinitesimo dell’organo terminale € la
somma delle rototraslazioni infinitesime dei giunti

i=1

dM,, = (ZL(Z'O—)l,idql} My,

22



PROBLEMA CINEMATICO DIRETTO E INVERSO

Per mostrare 'impostazione e i metodi di soluzione dei vari problemi
cinematici e opportuno stabilire alcune posizioni

» Per semplicita consideriamo il moto del solo organo terminale

» Adottiamo una rappresentazione in forma minima della posa
dell’organo terminale

» La terna utensile (U) si sceglie in base al tipo di organo terminale
» Per esempio per un organo di presa tipo pinza si sceglie

= 0, — centro pinza

= Z,— direzione di approccio
= Y, — direzione di scivolamento X
= X,—> normale a Z, e Y per formare una terna destra

> In genere la terna (n) # (U) = si introduce quindi un’ulteriore matrice di
posizione M, costante

23



Rappresentazione nello spazio esterno

Le grandezze di interesse nel sistema cartesiano esterno si scrivono

- - T
» Coordinate del centro pinza —» O, :{xp Vp zp}

> Angolidi EuleroZXZ —1{6, 6, 6;}"

_C1C3 — S102S3 — C1S3 — S102C'3 S1S2

= matrice di rotazione — RE =| $C3 + C1C28S3 — 8153 + C1CoC3  — (18

| 5253 §2€3 C2
I T
» Coordinate esterne —>S:{91 0, 03 x, y, zp} - pr
I
I
> Matrice di posizione - M, (S) ——> M,,(S)= Rg - Vp
lz
4
. . AN 1., v 10O 0O N T 97
> Matrice delle velocita — Wég)(s,s):MOH(S,S) M,1(S) 0 0 011

> Matrice delle accelerazioni — Hg;)(s,S,S):MOn(S,S,S)M{,,%(S)




Rappresentazione nello spazio dei giunti 3

Le grandezze di interesse nello spazio dei giunti si scrivono

> Coordinate dei giunti > Q. ={ @1 ¢2 - ¢, }T
n

> Matrice di posizione — MOn(Qg) —> My, (Qg):H M, 1 ()
i=1

> Matrice della velocita — W(()S)(Qg,Qg):Mon(Qg,Qg) ME%(Qg)

> Matrice della accelerazione _l

Hg)?a)<Qg’ Qg’ Qg):MOn(Qg’ Qg’ Qg) Ma’l’(Qg)

25



Cinematica diretta
Consideriamo solamente il moto del organo terminale

» Consiste nel calcolo del moto dellorgano terminale a partire dalle
coordinate dei giunti

= posizione — MOn(S):MOn(Qg)
= velocita — W(gg)(s, S):W(gg)(Qg’Qg)

= accelerazione — Hg?/l)(S, S, S):Hg)?q)(Qg’Qg’Qg)

T
> Siindichicon > Qg={ a1 @ - qyf » S={s1 %

26



Incognita | Termini noti

MOn(S) Qg

> Per la posizione si ha ——

* Risulta completamente determinato una volta definite le matrici di
posizione M, (g;) trai membri contigui i-1 — i
= Si risolve con procedure completamente automatiche

MOn(Qg):MOl(QI) Mi—l,i(%’) n 1n(Qn) HMz lz(%)

My, (S) =My, (Qg)

= consiste in 12 equazioni scalari lineari nelle s; - 6 indipendenti

N O1

27



w o

. Incognita | Termini noti
> Per la velocita —

wl(s$) | dQ,/d

= Risulta completamente determinato una volta definite le matrici
dell’'asse elicoidale L., . tra i membri contigui i-1— i rispetto a una
terna locale

= ricordando

L(lci)ll = Mg ; 1(q1,92. qi—l)L(il;_ll,zMi—l,O (@1.92.9i1)

= 5| ha
0 : i 0 : 0 .
Wén) (Qg’Qg): 2 Wi(—l),i (Qg’Qg) =2 Li—)l,i (Qg) 9

i=1 =1

o~

w5 (5. )= Wi (Q.Q)

= consiste in 12 equazioni scalari lineari nelle ds; /dt — 6 indipendenti
28



Incognita | Termini noti

> Per I'accelerazione si ha —— —
HY)(S.8.8) | d2Q,/d 12

= consiste in 12 equazioni scalari lineari nelle d %s;/dt > — 6 indipendenti

29



Cinematica inversa 8

Consideriamo solamente il moto del organo terminale

>

calcolo delle coordinate dei giunti e delle loro derivate —» ¢, q',-, é,-

noto il moto dell’organo terminale — M, (S), é?(s,S), Hg(,),l)(SSS)
Per la posizione in genere si risolve con procedure laboriose

Per la soluzione e importante la scelta delle coordinate esterne
Impiegate per descrivere la posa dell’organo terminale

= il numero di elementi di S & pari al numero dei GdL della pinza

= la posizione e definita da quella di un punto di riferimento, per esempio
Il centro pinza

= |'orientamento offre piu possibilita di scelte, ma nessuna e soddisfacente
+ le rappresentazioni minime hanno delle singolarita
< la matrice di rotazione necessita di vincoli matematici
+ le derivate non corrispondono alle velocita angolari
<+ le scelte ottimali sono diverse per la progettazione e per il controllo
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N ©

Incognite — gradi di mobilita Equazioni —» GdL

> Per la posizione siha =—— Mon(Qg):Mon(S)

Incognita | Termini noti

Qg MOn(S)
* GdL equazioni non lineari nelle n incognite g;
0 : 0 :
> Per layvelocita siha =—— W(gn)(Qg, Qg)= (()n)(S, S)

Incognita | Termini noti

dQgldt | W(s,$)

= GdL equazioni lineari nelle nincognite dg; /dt

> Per ’accelerazione siha —— Hg(,),l)(Qg, Qg' Qg)ZHE)?Q)(S’ S, S)

Incognita | Termini noti

d2Qyldt? | H(s$,8)

= GDL equazioni lineari nelle nincognite d °g; /dt ?
! 31



ROBOT SCARA CON 3 GRADI DI MOBILITA

N/
Z, ?
7 2 1l
o001 ;
JRE— s a 3
h
' r Problema diretto
d;, O(i-l) — X, lungo Z_,
6, X ,— X, intorno Z,
a;, Og — £, lungo X,
a, Z.,—> L, intorno X,
o
: Y. L
p 3(/\3 ,,,,,, A, *d,=h, O,=variabile, a,=a, a, =0°
° ’ =d,=0, 0,=variabile, a,=b, a,=0°
Xy A~ Lo = d, = variabile, 0,=0°, a,=0, a;=0°
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(cO, —sOca; sOsa; ialcé’l_ g
N 50, cOca, —cOsa; i a;s 0,
o e ca; | di
0 0 0 1
[
*=d,=h, 0O,=variabile, a,=a, a,;=0°
*d,=0, 0,=variabile, a,=b, a,=0°
= d, = variabile, 8,=0°, a;=0, a;=0
cd, —s0, 0lach,] c, —-s6, 0bch, (1 0 0 0|
| | |
s, c6, 0 as6, s@, c6, 0 ,bs6, 0 1 0,0
M, = | M, = | M, = |
o 0 1A 0 0 1.0 0.0 1.-!
0 0 01 1 | 0 0 01 1 | 0 0 01 1|
[ c,c, — 5,5, c,s,—c5, 0 i b(clc2 —S1S2)+Cl ¢ | (¢ = b(cl(22 —S1S2)+a01
C,8 + ;S ccy =55, 0 1b(cys,+es,)+as ?
Mg, = 210 o 120 e 1; Zlhi; ' —=> <)/p=b(czS1+clsz)+aS1
0 0 0 | 1 2z, =h=!
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)& Problema inverso

M3 =

[0y =515y —Cpsy—c15, 01 bleey —sy5,)+ac | [ 4 0
|

CoSy+ 1S9 o —s5150 0 b (02S1 + 155 )+ asy B A4 O

0 0 1

w\ = calcolo di €, , &, e [ nota la matrice My,(Q)

= la pinza ha 3 GDL quindi le 4 coordinate
X,y YpsZps¥ nonsono indipendenti

)‘( = nella matrice My; Si ha m,= my, € m,,= - my,

= Si hanno 5 relazioni significative
v La 52 identifica da sola la coordinata /

v Dalle prime 2, non indipendenti, e
dalla struttura di M5 che definisce
una rotazione intorno a Z si ha
A:ClCz—SlSZZCOS(Ql'f‘Hz) —> A
B=C2S1+C1S2=Sin(01+62) —> B

- B ixp
_ R
_______________ Zp
J o0 051
(A:C]_CZ—S]_SZ :COS(91+92)
Ly ) xp — b(cch _SlS2)+ ac
Yy :b(c2S1+01S2)+ as,
\Zp:h_l — l:h_Zp
= COS
. v = wy=0+0,
= sin
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(x =blcico — 518, )+ac
» Restano 3 relazioni, per sole 2 P ( 172 "1 2) 1
coordinate indipendenti

» Infatti se sono dati x, , y, risulta fissato I'orientamento della mano

v 6, siottiene quadrando e sommando x,, , y,

X

b? cos* (6 + 0, )+ acos® 6, + 2abcos(@) + 6, )cos b

yp = b2 Sin2(9]_ + 92)+ azsenzé’l + 2abSiﬂ(«91 + 92)Sin 91
x5+ 5 = b +a’+ 2ab[cos(6) + 0, )cos 6, +sin(6, + 0, )sin 6; | =

= b +a’+ Zab(clzcz — §189C1 + S1202 + SZC]_S]_)Z b® + a’+ 2abcos 0,

xlzj + y129 —a% - b?
¢, = tarccos
2ab

35
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w o1

v 0, si ottiene da semplici considerazioni geometriche

)%/xp:tmwfz>y:ﬂmf4b¢/xp)

6, =y —tan! bsin 6,
: a + bcoso,

v Risulta quindi

( 2 2 2 42
X,+y,—a"—b
@, = tarccos ——
b, 2ab

O = atanz(yp,xp )— atan2(bsind,, a+bcosb,)

v Le relazioni precedenti insieme all’equazione
ripetuta a fianco confermano, che una volta — W =0,+0,
stabiliti x, e y, , resta fissato I'orientamento
della pinza
36



ROBOT SFERICO CON 3 GRADI DI MOBILITA

Soluzione del problema cinematico diretto e inverso per la posizione
per una struttura portante sferica
» 3 gradi di mobilita

» 2 accoppiamenti rotoidali con assi normali tra loro

» 1 accoppiamento prismatico con asse normale all’asse del giunto
rotoidale precedente




Per la soluzione del problema cinematico diretto e inverso per la posizione
assumiamo

* posizionamento arbitrario delle terne
= coordinate dei giunti Q — 6,,6,¢e!

= coordinate esterne S — My,




Problema diretto

Calcolo della matrice My; note
le coordinate dei giunti &,, 6, e/

. =sin 6,
Ponendo —> {S’ ’
c, = CoS O,
¢, —s, 0!0] 10 0] 0 1 0 0! 0 ]
I I I
M, - S ) OiO M12=O c, —Szibc2 M23=O 1 Oil+c
0 0 1tla 0 % &b 0.0 1, 0
0 0 01 1] 0 0 0! 1 0 0 01 1 |
— |_ _ ] r
¢ §1€5 §157 | §1C5 (5"’0) Zslcz X, =—8,C, (Z+C)_b5102
I
M, =| 2 Ta% ier [+ e)begey => <y =cc,(l+c)+bec,
0 S, c, | s,(l+c)+bs,+a b
9T 0 ——————O—!r ————— [T z, =5, (l+c)+bs2+a
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Problema inverso

Calcolo delle coordinate dei giunti
0, , 6, e [ nota la matrice My,(S)

= La pinza ha 3 GDL e quindi la posa si
descrive con le 3 coordinate x,, y, , z,

= E necessario scrivere 3 equazioni

Indipendenti
g g | X, o -5 818 816 (I+c)=bsic, |
My My Mz | Y s acy —asy | ac(l+c)+bac
M3(8)= 7 1=Mg(Q)= 0 | l 5
mzy Mgy M3z | Z, 82 €2 Sz( +C)+ Sp+a
_____________ L Zp S St St
0 0 0 11| 0 0 01 1 |
» Consideriamo le coordinate della pinza — Xpr Vo Zp
r T ( 2
X, =—81C) (l+c)—bslcz X, =—81C) (l+c+b) x}z? = [S16’2 (l+C+b)]

N

yp:clcz(l+c)+bclcz — <yp:clcz(l+c+b) > <y§:[clcz(l+c+b)]2

z, =5l +¢c)+bsy +a z, —a=s;(l+c+b) \(P_a)ZZ[SZ(HCJFb)EO




N O1

= Sommando le precedenti espressioni al quadrato si ha

x129 + yIZ, + (zp —a)z = Slz[cz(l+c+b)]2 +cf eyl +c+b)]2 +[s,(1 +c+b)]2 -

=2[l+c+b)F +s5[(l+c+b)f = +c+b)f

= Per [ esistono 2 soluzioni (/e ) — |12_+ xf? +y]2? +(Zp _a) 2 e

= Per ciascun valore di /; si trovano 2 valori di 6, e quindi complessivamente

4 valori
((+c+b) > 6 arcsin( Zp_aj arcsin Zp— 4
z,—a=s{l+c h = =
[+c+b J_r\/ ]29+y129+(zp—a)2
. . O —0> =27 -0
= che fornisce le 4 soluzioni ¥ — @, =1 * Y g2 =07
71'_92 7Z'+02

= Per €, si hanno 2 valori — g =atan2 | — 2 2
ey (l+c+b) cy(l+c+D)
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6
Il problema cinematico inverso per la posizione fornisce 4 soluzioni 3

" |Assegnatix,,y, ez, — 4 insiemi di 6;, &, e [ soddisfano la posa, |cioé

esistono 4 posture del robot che soddisfano la posa della pinza

= Questo risultato puo essere visto geometricamente

1 2, .2 2

o, ! &, 6r, “I=- xp+yp+(zp—a) —c—b
<

g 1 2, 2 2

~ +r, -6, I=- xp+yp+(zp—a) —c—b
0
_ > 6
{ 40 2, 1
! &, O+r, “I=—"1-2(c+b)

0 o+r, b, “=-Y-2(c+b)
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CINEMATICA INVERSA PER LA POSIZIONE: SOLUZIONE ANALITICA

La soluzione del problema cinematico inverso per la posizione richiede
operazioni non standardizzate e a volte complesse e hon sempre puo essere

risolto analiticamente. E utile quindi fornire ulteriori nozioni.

> E conveniente, se possibile, la soluzione analitica
< calcolo piu veloce delle g; se si dispone di equazioni

*» determinazione del numero di soluzioni
> |l metodo di soluzione del problema inverso per la posizione va
ricercato caso per caso

» Per i manipolatori che ammettono una soluzione analitica € opportuno

stabilire delle procedure il piu possibile automatiche

» La ricerca della soluzione in forma analitica puo essere facilitata da alcune

metodologie
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Metodo del Grafo di Paul

E una procedura che aiuta a scrivere le equazioni necessarie alla soluzione
= Consideriamo un manipolatore con 6 gradi di mobilita e 6 GdL
» Rappresentiamo la catena cinematica di un manipolatore con un grafo
= Tagliamo il grafo per esempio con una linea passante per i membri 2 e 6

\‘\ M23 3

ZT Mys

~
~
~
~

= Si puo scrivere percorrendo da2 — 6 e da 6 — 2 seguendo i 2 percorsi possibili
~1na-1 B [, | -1
Mg M3y MysMgg =My Mor Mg <> Misg M5 Mizs M3 = Mg Mg My
= Per un manipolatore con n gradi di mobilita n (n -1) /2 tagli diversi
= Si hanno n(n -1) relazioni matriciali equivalenti con forma diversa

= tra le quali si possono cercare le relazioni scalari piu convenienti
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Metodo della Scissione della Catena Cinematica

Deriva dal metodo di Paul e ne costituisce un’evoluzione
» Consiste nel fare tagli convenienti al grafo di Paul

= Si estrae un membro che abbia una struttura opportuna: ad
esempio supponiamo che il membro 4 abbia due accoppiamenti rotoidali
con assi paralleli

4, ds

= Si ottiene M, =M33 M1y Mo Moz Mgg Mz che sinteticamente e
indicando le dipendenze funzionali si scrive

M., (¢,)=M(45, 9, %S, 46 )M e (g5)
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4

= La sottomatrice di rotazione di M,, — R,, contiene quattro 0 e un 1, se si °

adottata per esempio la convenzione di Denavit-Hartenberg per la
collocazione delle terne si ha, essendo ,=¢g,¢e ;= o,=0

(O, —sOca; sOsa; | a;cO; - _
| cqs —sqq 0
SQZ CQZCOKZ _Cngal : alSel
M, ;= 0 | —— Ry =594 cqq
O se e di 0 o0 1
0 0 0 | 1 | : i

= La sottomatrice di rotazione di MZ%—) R4T5 , essendo 0.=q:€ o,= o, ha
In generale I'espressione

cl, —sbca; sb:saq; i a;co, - s Sgs 0
SHZ' CHZ-CCZZ- —C@iSO(l- : al-S@l- T
M, ;= | —> Ry =|—-sqscas cqscag sasg
0 sa; ca; | d;
____________________ ————- SgsSQy —C(45SUy COxg
0 0 0 1 ) )
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= Considerando solo le sottomatrici di rotazione della relazione

Ma,(q4)=M(q1,92,93,96,S )M 35 (g5)

siha ~ —  Ray(q4)=R(q1,92,93.95.S)R4s(g5) essendo RT =R~

Cqa

Sq 4
0

= Dalla relazio

—-sq4 O M1 "2 N3 Cds Sqs 0
cqg 0| =|m rp rg| —Sqscas  cqscas  sas
0 1_ (131 I3 133 || Sq5S05  —Cgs5SQs  COs |

ne matriciale precedente si ricavano le relazioni scalari, non

tutte indipendenti, in cui non compaiono le variabili di giunto g, e g-

.

0=1ri5(91,92,93:96S) 55 + 113(91,92. 93,96, S) c s
0=r2(q1,92,43.45,S) s + 123(01, 92,93, 96, S) c s

1=r3(91:92,93.96,5) 55 + 13391, 92,93, 96.8) s

= Altre relazioni dello stesso tipo si ottengono dalla combinazione di altre
relazioni scalari ottenibili dalla relazione matriciale precedente.
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= |n sintesi la relazione matriciale

Ma4(q4)=M(q1, 92,93, 96.S)Mas (g5)

in virtu di elementi nulli o indipendenti dalle variabili di giunto, consente di
ottenere relazioni semplici che non dipendono da g, e g del tipo

{ 1= filg1.92.93.96.5 ]
0 = f5l91.92.93.96.S |

= Cio deriva dal fatto che gli assi dei giunti 4 e 5 restano sempre paralleli.

= Si puo ricavare la seguente regola: I'estrazione del membro i consente di
trovare equazioni che non dipendono da g;e g, 4

= Questa tecnica puo estendersi nel modo seguente: se due giunti qualsiasi
| e ] del manipolatore mantengono sempre lo stesso orientamento
reciproco, scindere la catena cinematica in corrispondenza dil e j, cioé in
corrispondenza dei membrii e j-1, permette di trovare equazioni in cui

non compaiono le variabili di giunto q;, ¢;.1, ..., ;1. q;.
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CINEMATICA DIFFERENZIALE INVERSA

E utile richiamare il problema cinematico inverso prima di introdurre il
problema cinematico inverso per la velocita e I’accelerazione

= Consiste nel calcolare le ¢, g; e g, per ogni giunto partendo dalla
posizione, velocita e accelerazione assolute della pinza espresse nelle
coordinate esterne — S, S, S

= Esprimendo le matrici —> My, (S), W(8$) e HY(SSS) in funzione
delle matrici di posizione, velocita e accelerazione relative tra i membri
funzioni delle ¢,, g.e ¢, , si ottengono le relazioni
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» Le matrici che compaiono nelle relazioni precedenti hanno la struttura

- ~(i-1 - _ 1 +.70)
Xix  Vix  Zix ! Oy (=) 0 Uz Uy | [x
“ Xiy  YViy Ziy i Oy L(O) u, 0 —u, i ty
1,0 = .
TN vie iz | O LT o, e 0 i
00 01 0 0 010
- - : - dim
_ -(0 B (0
0 -0, o iVox() iAOx()
_ | 2 |
W(Ol) _ ®, 0 ay i Yoy H(O:)L . O+ 0 i Ayy
B e T S ) I Aoz
0 0 0 10 0 0 00|
_ | di-1i L | 1j-1;

= Risolto il problema inverso della posizione Q, i problemi inversi della
velocita e dell’accelerazione sono rispettivamente lineari
rispettoa Q e Q

W & 0
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CINEMATICA INVERSA PER LA VELOCITA
= Consideriamo per le prossime relazioni un sistema di riferimento generico
(k) anziché (0)

» Consiste nel calcolare le qi per ogni giunto partendo dalla posizione e
velocita della pinza, una volta che le ¢g; sono state gia determinate

n
- Dalla relazione — Y1) ,(Q) ¢, = W{)(s,$) si ottiene
i—1

B mlls B (&
0 Uz Uy i i ( ) 0 — U Uy i Lyi ( )
Un 0 — Uy i ZLyl 6]1 T Uz 0 Uy i tyi Q,- n

"t a0 il Ty a0 1
"0 0 o 1o 00 o0 To

B alls B k

0 — Uz, Uy i Ln ( ) 0 — W, a)y i VOx ( )
- Uu,, 0 —U,, ityn § = @, 0 -w, i Yoy
Tl Mo O il “Oy 9 O N

"0 0 0 0 0 o0 o o

* Le matrici che compaiono nell’'espressione precedente possono essere
riorganizzate in un funzione delle ¥y, .V, .V, € @, @, o,



» Dalla riorganizzazione delle matrici precedenti si ha 2

Lo Lyi Len T @] [Vor )

Ly 1) " tn | |92 Moy

7 RO 2~ SRR Lol oo J(k)(Q)Q:V(k)(S’S)
Uyl Ux2 Uyi Uyn 9 Wy

Uy Uy Uy, Uy : W,

| U Uz Uz Uy | Gn) O

» se JK & invertibile si ottiene

Q _ J(k)(Q)_lV(k)(S,S)

= Un’opportuna scelta del riferimento (K) puo semplificare i calcoli.

» terna (K) > VO(;];) O(ﬁ) e Vo(f) non hanno un significato specifico

» terna ausiliaria (@) cioé riferimento con orientamento fisso e origine

k k k
nel centro pinza —> Véx),Véy) e Véz) rappresentano la velocita

del centro pinza, mentre ® rimane invariato
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CINEMATICA INVERSA PER L’ACCELERAZIONE
» Anche in questo caso consideriamo per le relazioni un sistema di
riferimento generico (k) anziché (0)

= Consiste nel calcolare le ql per ogni giunto partendo dalla posizione,
velocita e accelerazione della pinza, una volta che le ¢; e ¢; sono state
gia determinate

= Dalla relazione
L, (@)L, (Q)d ¢
v si esplicitano le ¢

n oo 2 L
> 1), @) = u§)(s.8.8)- Y 1Y) (@)a? -2 ¥ L, (@)LY), ;(Q)dud,
i=1 ' '

v Il secondo membro € noto, siha — ZL(ik—)l,i(Q) q; = ﬁ(k)(Q,Q,S,S,S)

v L'espressione e del tutto analoga a quella gia ottenuta per la velocita

> L) (@)d = wi(s.8)
i=1
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= La relazione nei confronti delle % e analoga a quella della velocita, si
puo quindi riorganizzare I'espressione matriciale in modo da utilizzare i

. . s . -~ w(k)
risultati gla ottenuti é14
h24
JIQIG =AW = 0=39Q) AWeon AW THL L {W_[F0]
h3p l
> 14),@)d; - A¥(©Q,0,8,$,8) 5;13
i=1 (721

= La rielaborazione delle matrici permette di utilizzare la matrice J® gia
calcolata; se J® & invertibile il problema & risolto

= Derivando I'espressione della velocita — JQ=V siha
V=JQ+JO=JO+A > A=V-JQ=V-JIV=A-JJV 5 A=V
v dallaquale -» A=A-JJV

= Se scegliamo come riferimento la terna ausiliaria (a) (con origine nel
centro pinza e traslante ) 1 valori che compaiono nell'ultima colonna della

Hg‘j,l) sono le accelerazioni del centro pinza
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CINEMATICA DIFFERENZIALE PER UN ROBOT SCARA

leg b 12=23
N X]. ] 4\)Y2
ZO 2 o
s C ll Yl l .
! Q=154 Q=
h X3
HH«a
A y, YO
XO‘//l 0 j\’
ca —sa 0| ca (e —sB 01 lch]
| |
sa ca 0)|lLsa sB e 0 bhsp
Mau=lg o 11 [M27 0 0 11 0
0 0 o011 0 0 0! 1
(cla+B) —sla+p) 0| Lela+B)+hea
I
M sla+p) cla+p) 0! Lsla+pB)+lsa
B O N S T B
0 0 0 1 |

Coordinate dei giunti
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Zl AZZE ZS
- X 12
I ¥y
X3
0
L{

k)

i—1,i

1
My, L(z‘l—l,z‘ M

0 1
L) =My LY My, =

~1 0} 4sa 0 0O0!0
I I
0 0, -/ca (0) 2) 0 0 0} 0
19 =M, L2M,, =
0 00} o "E TETETHT0 0 0)-1
0 01 0 0 0 010

= E utile per gli sviluppi successivi la
determinazione delle matrici L. degli assi
elicoidali

v 2 giunti rotoidali — L, e L,

v' 1 giunto prismatico = L,,

0 -1 010 00 0}0
I I
1 0 0!0 0 00!'O
LY = | U= l
0. 0. 0,0 00 0,-1
0 0 010 00 010 |
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Velocita: problema diretto

= Calcolo della matrice W(gg) in funzione delle coordinate dei giunti Q

©) 5 1[0)
Woz :zLi—l,iqi 0 -1 0,0
i=1 |
L . : 1 0 0,0
» Le matrici di velocita relative sono —» W\ =10 = 1 0 o | )
———
0 0 010
0 -1 0! isa ] 0 0 0} 0]
I I
0) ()4 1 0 0)-jca 0) _+(0); _ 0O 0 0,0
W12 _leﬂ_ 9___0___0_i___9__ IB’ W23 _L23l_ 9__9__0_i____1
0 0 0! 0 | 0 0 010
= La matrice che permette di conoscere la distribuzione di velocita
dell’'organo terminale e
0 -a-B 0] hfsa
7+ [ 0 0|—-LfBcal |®1V
wO _ w0 . wO W _|a+h pea) 1@ Vo
03 01 12 23 0 0 0 i il7lo :* 0
0 0 0! 0




» La velocita del centro pinza si puo ottenere — pl) —

Py = wis i) - widmgzpl)
c(a+p) -s(a+p) O!lzc(aJr
P})o):MOBP(g):S(aJ,B) c(a0+,6) g-)ilzs(a;—
0 0o or
be(a+B)+iea)”
(0) lps(a+pf)+hsa
Pp7 = h—1
S _
. 0l-a-B10] BB sa
(0 0)_(0 a+f3 0 Ol—ll,B ca
PI(D):W((B)PJ(D): 0 00! 7]
__"6“""_0“61 _______ 6_

Orp

N

1)
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» Lo stesso risultato si ottiene usando la terna ausiliaria (a) — avente

origine sempre nel centro pinza, ma traslante

(1 0 0/l c(a+pB)+h ca
I
300 | |0 1 01l s(a+p)+h sa
I R h=t
0 0 0] 1

S G R N N B R 0
B L ! : AN
0 —a—f O:—ﬁsaa—@.ﬂa+ﬂ)(a+ﬂ)
l .
W(()g): a+pf 0 oi | cad+ls c(q+ﬂ) (¢+p)
0 0 0 I
0 0 0 0

= Per 'organo terminale si ha —

:—llsinad—lzsin(a+,3)(d+:3)
V., = Lcosaa + lzcos(a +f )(05 + :5 )
vV, =-I

z

ﬂ&zd+ﬁ

3
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Velocita: problema inverso

" Sono assegnate le velocita dell'organo terminale — Vp, , Vp,, Vp, e we
si vogliono trovare le Q

= Equivale a conoscere Wég) cioe la matrice di velocita nel riferimento
ausiliario ()

3
= Utilizziamo l'espressione — ZL(i“_)l’l.(Q)q'l. :W(()g)(S,S)
i=1

= Occorre calcolare le matrici L rispetto alla terna (a)

0 -1 0,-h s(a+p)-h sa
I
(a) (0) |1 0 0}k cla+p)+h ca
0 0 0 0
0 -1 0]~ s(a+p) 0 0 0/0]
I I
(a) (0) |1 0 0} b clatp) (a) (0) |0 000
big =Mao big Moa =l o o] 0 - Los =Moo Lo Moo= o g1 4
00 0 0o 0000

(o)}
o



l

3 . 7
= Applicando I'espressione — ZLZ.“_)LZ.(Q)q'- :W(()g‘)(S,S) si ha il risultato ,

-1 0}~lp s(a+p)-h sa| [0 -1 0!~y s(a+p) 0 0 0]0
I I I
0 0!k cla+p)+h ca |, |1 0 0!I c(a+p)|, |0 0 0! 0
| o + | IB+ |
0 0! 0 0O 0 0! 0 0 0 01-1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 010
0 -0, o i Vpy |
W, 0 —awy i Vp
0 o 0 iV nel caso specifico solo le velocita del
Y ;_fi centro pinza sono assegnate e comunque
0 0 01 0 solo @, sarebbe diverso da zero

= [ ’espressione riorganizzata (3 GdL) nella forma — J(a)Q —v(@) fornisce

—Lsina—Lsin(fa+ B) —Lsinfa+p) 0] (a] (Vp

X

heosa +1,c08(a+ )  Leosla+ B) O |Br=1Vp,

0 -1||/ Vp

z

o o . 1
» La soluzione si ottiene invertendo lo jacobiano — Q = J@ y(@)
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Accelerazione: problema diretto

= Calcolo della matrice H(O) in funzione delle coordinate dei giunti Q

3

=319, @)+ L0 @) |+ 23 S @)

i=1 j=2k=1

196+ 1062 + 195+ 19 2+ L + 1Y)
0

0

2 (02 (02 . .
= Occorre calcolare - LY 19" 119 i prodotti — L9119 L

« Risultano nulli

000'0]7[0oo0O0!'0
| |

(O)Z_OOO:O OOO:O_ (0)(0)_
L23‘oooi—1 oooi—l‘O Loilas =

6"6"0_(_0_ 6"6"0_(_0_

0 -1 0! 4 sa][0 0 0! 0]

| |

(0),(0) |1 0 0}~h ca| |0 O 0! 0|
L2t23=10 0 0! o/ [0 0 ol-1|7"

0 ooj: 0 ooo:ro

] l](Q)qu] —

2+ 2]L¢ )Loaﬂ+L() L i + L)L) il

v

0

01

0

O, 1LY

o O o
o o
|

—_—————_———

I
[N

o
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= Risultano invece diversi da zero

hea

l]_S (04
0

5"

0
0

-1 0

0

-1 010

0
0 0 010
0 0 010

0

hea

hsa
1

5"

1 0 O
0
0O 0 O

0
0
0
0

0
(0) 1 0 O

L

(0)
01

L
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» Eliminando i termini nulli ed eseguendo i calcoli si ha 3
0)_ ((0) . (0 5 (05 (0% 2 (0)% 2, (0)(0)
Hg3): L(Ol)oz+L12 ﬂ+L231+LO1 a +L12 ,B 2L01 19 aﬂ

2 . L. : :
—(02+,B) —(o'2+,B) Ol Jo) llslna+ﬂzllcosa+2dﬂ h cosa
I

g9 _| a+p —(02+,B)2 0 i —} hcosa+ B2 llslna+2aﬂ hsina

( I [—(0‘2+,B)sin(a +,B)—(0‘c+,8)2 cos(a+,8)}+ll[—dsina—d2 COSO{J

3Ag90) = 315590) = 12{ (0’2+,B)cos(a+,8)—(d+ﬂ')2 sin(a+ﬁ)}+ll[ & Cos at — 6% sin a} >
]

\

= |0 stesso risultato si raggiunge esprimendo la matrice delle accelerazioni
rispetto alla terna ausiliaria (a) —> Hg%) la cui 42 colonna fornisce
direttamente I'accelerazione del centro pinza 64



Accelerazione: problema inverso 11

= Assegnate le accelerazioni dell’'organo terminale — 4., 4,, 4. , si
vogliono trovare le Q

= Equivale a conoscere Hg‘g) cioe la matrice di accelerazione nel
riferimento ausiliario (a)

= Usiamo l'espressione che si ottiene da quella ricavata eliminando i termini
_ . . 2 2 . :
nuli &> HY = 106+ 195+ 17 + L9 62 + 19" 42 + 200106 3
pre- e post-moltiplicando per M _, e M, , e ordinando opportunamente
. . 2 2 . :
Ul g+ 1l =) 1 0 1l 2 nguig

. L(Sl), L(f’z), L(é’g sono state gia calcolate risolvendo il problema inverso

a

2 2
della velocita, occorre calcolare — L(g’) ,L(f’z) e il prodotto — L(01) L(l“z)

(0 -1 0| -bLs(la+p)-lsa|[0 -1 0} -Ls(a+pB)-Lsa] [-1 0 0| —-Lela+ B)-heal
(|10 0! bela+p)+healll 0 0! bela+p)rhea| |0 -1 0!-bs(a+p)-bLsa
“Tlo 0 0! o[lo 0 o 0| |0 0 0! 0

o oo/ oj]lo ool o lo o o] o |




12

= Calcolo delle altre matrici

0 -1 0} -Ls(a+p)][0 -1 0} -Ls(a+pB)] [-1 0 0! -Le(a+p)]
I I I
(@7 _|1 0 0 Lela+8) |[|1 0 0| Lcla + B) [0 -1 Oi—lzs(a+,8)
“jo0 0 0 jjo0 o0 0 || 6.0 0, 0
o 0o o0/ o0 Jlooo 0 |]0O 0O 0 |
0 -1 0} -bLsla+p)-lsa|[0 =1 0| -Ls(@+A8)] [0 -1 0| —-Lela+B)
I I I
[y (@) _ 1 0 0! hela+B)+hea ||[1 0 0! Lela+pB) | |1 0 0! -bsla+p)
oo of o |00 0 |fooo0 0
0 0 0 0 Jlo o ot o |]oo o0 0

= Sostituendo le matrici calcolate In

.. . 2 2 . .
Liler + L p L7 = gy 1) o 1) 47 - o)

si ottiene
66



0 —d-f 01d(-bsin(a+ B)-hsina)- Blsin(a+ p) 13
i+ 0  01d(lcos(a+p)+1cosa)+ pl,cos(a+ B)

0 0 0, —1
0 o o o |
—w®+d%+ B%+ap — 01 A, + (o':z + B? +o‘c,6")lz cos(a + B)+ a2l cosar
) —w?+a®+ BP+af 0 i Ay+(d2+,6’2+d,8)lzsin(a+,8)+dzllsina
________ o . o A
0 0 0 0 |

= che si riorganizza (3 GdL) nella forma — J(“)Q NN Q= J(a)‘lg(a)

-

I, cos(a + B)+a°l cosa
Lysin(a + )+ d*lsina

N

(- Lysin(a + B)-Lsina)- Blsin(a+ )= A4, +\a* + p° +ap
&( 1 cos(a + p)+hcosa)+ Blycos(a + B)= 4, +\a® + f° +ap

/=4,

\

- ZJ_Sian —lzsin(af + IB) _lzsin(a + ﬂ) 0 . rc.i\
heosa +lpcos(a+ B)  Leos(@+B) 0
0 0 “1]1

1\ J

>
[l
@u}}m

l

N
N

« In alternativa si calcola — A4 = (@) _ jla)y(a)-1y,(a) .



